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Re´sume´
Ce travail accompagne [To-Ve4] et a pour objectif de fournir de plus amples de´tails sur la
comparaison entre fonctions sur les espaces des lacets de´rive´s et the´orie de de Rham. Pour
une k-alge`bre commutative A, lisse sur k de caracte´ristique nulle, nous montrons que deux
objets S1 ⊗ A et ǫ(A) se de´terminent mutuellement, et ce fonctoriellement en A. L’objet
S1 ⊗ A est la k-alge`bre simpliciale S1-e´quivariante obtenue en tensorisant A par le groupe
simplicial S1 := BZ. L’objet ǫ(A) est l’alge`bre de de Rham de A, munie de la diffe´rentielle de
de Rham et conside´re´e comme une ǫ-dg-alge`bre (i.e. une alge`bre dans une certaine cate´gorie
mono¨ıdale de k[ǫ]-dg-modules, ou` k[ǫ] := H∗(S
1, k)). Nous construisons une e´quivalence φ,
entre la the´orie homotopique des k-alge`bres simpliciales S1-e´quivariantes et celle des ǫ-dg-
alge`bres, et nous montrons l’existence d’une e´quivalence fonctorielle φ(S1⊗A) ∼ ǫ(A). Nous
de´duisons de cela la comparaison annonce´e, identifiant les fonctions S1-e´quivariantes sur LX ,
l’espace des lacets de´rive´ d’un k-sche´ma X lisse, et la cohomologie de de Rham alge´brique
de X/k. Nous de´duisons aussi des versions fonctorielles et multiplicatives des the´ore`mes de
de´composition de l’homologie de Hochschild (du type HKR), pour des k-sche´mas se´pare´s
quelconques.
Introduction
Dans ce travail nous comparons la the´orie des fonctions sur l’espace des lacets de´rive´s d’un
sche´ma de caracte´ristique nulle X, au sens de la ge´ome´trie alge´brique de´rive´e (voir [To, To-Ve3,
To-Ve4]), avec sa the´orie de de Rham. Cette comparaison est annonce´e dans [Ben-Nad] ainsi
que dans notre re´cent travail [To-Ve4], et semble de´couler d’une comparaison plus ge´ne´rale, mais
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encore conjecturale, entre fonctions sur les espaces de lacets de´rive´s et homologie cyclique. Dans
ce travail nous e´tablirons cette comparaison avec la the´orie de de Rham de manie`re directe, sans
avoir a` passer par l’homologie cyclique. Une conse´quence inte´ressante de cette approche directe
est de fournir de nouvelles preuves, et une nouvelle compre´hension, des the´ore`mes HKR pour
les sche´mas (dans le style de [Ye, Sch]).
Soit k un anneau commutatif de caracte´ristique nulle et A une k-alge`bre lisse sur k. Le
sche´ma de´rive´ des lacets deX = SpecA est par de´finition LX := RMap(S1,X), ou` S1 := BZ est
conside´re´ comme un groupe simplicial (voir [Ben-Nad, To, To-Ve4] pour les de´tails). Au niveau
des anneaux de fonctions LX est le spectre de la k-alge`bre commutative simpliciale S1 ⊗ A,
ou` l’on utilise ici l’enrichissement simplicial naturel de la cate´gorie des k-alge`bres simpliciales
commutatives. Ainsi, le proble`me qui consiste a` comparer les fonctions sur LX et la the´orie de
de Rham de X se re´sume de manie`re purement alge´brique a` e´tudier les relations entre S1 ⊗ A
et l’alge`bre de de Rham de A/k. Le re´sultat principal de ce travail affirme que la donne´e de
S1 ⊗ A, muni de son action naturelle de S1, est e´quivalente, a` homotopie pre`s, a` la donne´e de
l’alge`bre de de Rham de A/k, munie de sa diffe´rentielle de de Rham.
Afin de donner un e´nonce´ plus pre´cis conside´rons DR(A) = SymA(Ω
1
A/k[1]) l’alge`bre de de
Rham de A/k, pour laquelle ΩnA est place´ en degre´ −n. Muni de la diffe´rentielle nulle DR(A)
devient une k-dg-alge`bre commutative (cdga pour faire court). De plus, la diffe´rentielle de de
Rham muni cette cdga d’une structure additionelle, a` savoir celle d’une ǫ − cdga, c’est a` dire
d’une ope´ration de degre´ -1, ǫ : DR(A) −→ DR(A)[1], satisfaisant la re`gle de Liebniz (au
sens gradue´) par rapport a` la multiplication dans DR(A) (voir §1 pour la de´finition pre´cise de
ǫ−cdga). Cette ǫ−cdga sera note´e ǫ(A). D’autre part, on peut aussi former S1⊗A, la k-alge`bre
commutative simpliciale obtenue en tensorisant A par le groupe simplicial S1 = BZ. L’objet
S1 ⊗ A est naturellement muni d’une action du groupe simplicial S1, qui ope`re sur lui-meˆme
par translations, et est donc un objet de S1− sk−CAlg, la cate´gorie des k-alge`bres simpliciales
commutatives S1-e´quivariantes. Notre the´ore`me principal (voir 3.1) peut alors s’e´noncer de la
fac¸on suivante.
The´ore`me 0.1 Il existe une e´quivalence, φ, de la the´orie homotopique S1 − sk −CAlg vers la
the´orie homotopique ǫ− cdga, qui est telle que pour tout k-alge`bre commutative lisse A il existe
un isomorphisme fonctoriel
ǫ(A) ≃ φ(S1 ⊗A).
La notion d’e´quivalence de the´orie homotopique utilise´e dans le the´ore`me pre´ce´dent sera pour
nous une e´quivalence de de´rivateurs au sens de Grothendieck (voir [Gr]). Ainsi, le the´ore`me 0.1
nous dit que pour toute petite cate´gorie I, il existe une e´quivalence de cate´gories homotopiques
de diagrammes
φI : Ho(S
1 − sk − CAlgI) −→ Ho(ǫ− cdgaI ),
fonctorielle en I. De plus, pour tout I-diagramme de k-alge`bres commutatives lisses A, il existe
un isomorphisme dans Ho(ǫ− cdgaI)
φ(S1 ⊗A) ≃ ǫ(A),
qui est non seulement fonctoriel en A, mais aussi en I. Le the´ore`me 0.1 sera en re´alite´ une
conse´quence d’un re´sultat plus ge´ne´ral, valable pour toute k-alge`bre commutative simpliciale A,
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affirmant l’existence d’une e´quivalence
Lǫ(N(A)) ≃ φ(S1 ⊗L A),
ou` N(A) est la cdga obtenue par normalisation a` partir de A, et Lǫ et S1⊗L− sont des versions
de´rive´es des constructions ǫ et S1 ⊗−.
Un corollaire important, et imme´diat, de notre the´ore`me principal est la version suivante du
the´ore`me HKR.
Corollaire 0.2 Soit X un k-sche´ma se´pare´. Alors, il existe un isomorphisme naturel dans la
cate´gorie homotopique des faisceaux de OX -dg-alge`bres commutatives
SymOX (LX/k[1]) ≃ OX ⊗
L
OX⊗
L
k
OX
OX ,
ou` LX/k est le complexe cotangent de [Il]. En particulier, si X est lisse sur k on a
SymOX (Ω
1
X/k[1]) ≃ OX ⊗
L
OX⊗
L
k
OX
OX .
Il faut noter ici que ce corollaire redonne les re´sultats de [Ye] et [Sch]. Il les ame´liore
aussi car nos isomorphismes sont multiplicatifs. Il n’est d’ailleurs pas tout a` fait clair que les
isomorphismes de 0.2 soient les meˆmes que ceux de [Sch, Ye].
Pour finir cette introduction, deux mots concernant la strate´gie de la preuve du the´ore`me
0.1 et les difficulte´s que nous avons rencontre´es. Il faut en fait remarquer que le point crucial est
la construction de l’e´quivalence φ. En effet, par de´finition, S1 ⊗ A est la k-alge`bre simpliciale
S1-e´quivariante libre sur A. De meˆme, nous montrons (voir proposition 1.4) que ǫ(A) est la
ǫ − cdga libre sur A. Ainsi, une fois l’e´quivalence φ construite on de´duit l’existence d’un iso-
morphisme naturel ǫ(A) ≃ φ(S1⊗A) formellement, par proprie´te´ universelle de ces deux objets:
il suffit en effet que φ soit compatible avec certains foncteurs qui oubient d’une part l’action
de S1 et d’autre part la ǫ-structure. La construction d’une telle e´quivalence φ est donne´e dans
notre §2 et se re´ve`le plus complique´e que nous le croyions d’abord. En effet, il se trouve que
nous n’avons pas trouve´ d’approches directes reliant les the´ories homotopiques S1 − sk −CAlg
et ǫ− cdga, et notre construction de φ passe par une chaine relativement longue d’e´quivalences
de Quillen entre plusieurs cate´gories de mode`les auxiliaires. C’est pour cette raison que nous
avons choisi de formuler cette construction dans le contexte des de´rivateurs de Grothendieck,
qui est relativement efficace afin de ne pas avoir a` trainer d’interminables chaines d’e´quivalences
fonctorielles. Il est possible cependant, qu’un approche plus directe existe, et nous pre´tendons
simplement ne pas l’avoir vue. A ce sujet, nous faisons remarquer qu’il existe d’une part une
e´quivalence de Quillen N : sk − CAlg −→ cdga, entre k-alge`bres simpliciales commutatives et
cdga, induite par le foncteur de normalisation de la correspondance de Dold-Kan (voir [Sc-Sh]).
D’autre part, il existe aussi une e´quivalence de Quillen N : S1− sk−Mod −→ k[ǫ]− dg−mod,
entre les k-modules simpliciaux S1-e´quivariants et les k[ǫ]-dg-modules (ici k[ǫ] = H∗(S
1, k)),
qui elle aussi est induite par normalisation. Cependant, ces deux e´quivalences de Quillen ne
semblent pas se promouvoir en une e´quivalence de Quillen N : S1 − sk − CAlg −→ ǫ − cdga,
induite par le simple foncteur de normalisation. L’obstruction a` l’existence d’un tel foncteur
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de normalisation provient du fait que N : S1 − sk −Mod −→ k[ǫ] − dg −mod n’est pas com-
patible avec les structures mono¨ıdales de ces deux cate´gories (qui sont induites par les produits
tensoriels sur k et utilisent donc des structures de type co-alge`bre pour eˆtre de´finies), meˆme pas
en un sens lax de [Sc-Sh]. Le mophisme shulffle N(E)⊗N(F ) −→ N(E ⊗F ) n’est simplement
pas un morphisme de k[ǫ]-dg-modules. Ainsi, pour A ∈ S1− sk−CAlg, N(A) posse`de bien une
structure de cdga d’une part, et une structure de k[ǫ]-dg-module d’autre part, mais ces deux
structures ne ve´rifient pas les conditions de compatibilite´ pour faire de N(A) une ǫ− cdga. Cela
dit, il est inte´ressant de remarquer que notre e´quivalence φ sera probablement conside´re´e par
les spe´cialistes comme bien connue, et tel fuˆt bien notre sentiment en e´crivant ce travail que
nous ne faisions que mettre par e´crit une succession de faits plus ou moins e´vidents, ou tout au
moins folkloriques. Nous avons, de ce fait, e´te´ surpris par les conse´quences de notre the´ore`me
principal, a` savoir la version fonctorielle et multiplicative des isomorphismes HKR (voir 3.2), iso-
morphismes certes bien connus (voir par exemple [Lo, Sch, Ye]), mais n’ayant pas la re´putation
de faits triviaux, particulie`rement pour les versions globales valables sur des sche´mas. La nou-
veaute´ dans notre approche est de ne pas oublier que le complexe de Hochschild (d’une k-alge`bre
commutative ou d’un k-sche´ma) est muni de deux structures additionnelles, une multiplication
et une action de S1 (l’utilisation de la structure multiplicative sur le complexe de Hochschild
est clairement pre´sente dans [Sch]). C’est l’existence de ces deux structures qui permet le lien
naturel avec le the´orie de de Rham, et cela de manie`re essentiellement unique car ce lien est
de´duit de proprie´te´s universelles.
Remerciements: Nous remercions M. Hoyois qui a attire´ notre attention sur le fait que
la comparaison, annonce´e dans [Ben-Nad, To-Ve3, To-Ve4], entre fonctions sur les espaces de
lacets de´rive´s et homologie cyclique e´tait probablement plus subtile que nous le pre´tendions. Ce
travail ne re´pond pas directement a` cette proble´matique. Il montre cependant que l’on peut
directement obtenir une comparaison avec la the´orie de de Rham sans passer par l’homologie
cyclique, ce qui suffit pour les besoins de [To-Ve3, To-Ve4] (et aussi visiblement de [Ben-Nad]).
Notations: Tout au long de cet article k de´signe un anneau commutatif de caracte´ristique
nulle. Les complexes de k-modules seront homologiquement indice´s et tous concentre´s en degre´s
ne´gatifs par convention. La cate´gorie des complexes de k-modules, concentre´s en degre´s ne´gatifs,
sera note´e C(k). Pour une k-dg-alge`bre B (concentre´e en degre´s ne´gatifs d’apre`s nos conven-
tions) on note B − dg −mod la cate´gorie des B-dg-modules a` gauche (de meˆme, concentre´s en
degre´s ne´gatifs). Cette cate´gorie est munie d’une structure de cate´gorie de mode`les pour laquelle
les e´quivalences sont les quasi-isomorphismes et les fibrations sont les morphismes surjectifs en
degre´s strictement ne´gatifs. Nous noterons aussi cdga la cate´gorie des k-dg-alge`bres commuta-
tives (toujours en degre´s ne´gatifs), que nous munirons de sa structure de mode`les standard pour
la quelle les e´quivalences sont les quasi-isomorphismes et les fibrations sont les morphismes
surjectifs en degre´s strictement ne´gatifs (voir [Bo-Gu, Hi]). Nous utiliserons implicitement
que le foncteur de normalisation induit une e´quivalence entre la cate´gorie homotopique des
k-alge`bres simpliciales commutatives et la cate´gorie homotopique de cdga. Les techniques de
[Sc-Sh] impliquent que le foncteur de normalisation est alors l’adjoint a` gauche d’une e´quivalence
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de Quillen.
Nous noterons S1 := BZ l’ensemble simplicial classifiant du groupe abe´lien Z, que nous
conside´rerons toujours comme une groupe abe´lien simplicial. En tant que groupe simplicial, S1
peut ope´rer sur tout objet dans une cate´gorie simplicialement enrichie, et en particulier dans
une cate´gorie de mode`les simpliciales M . Les objets S1-e´quivariants dans une telle cate´gorie de
mode`les M forment une cate´gorie note´s S1 −M .
Nous utiliserons le langage, et des notions de bases, de la the´orie de de´rivateurs de Grothendieck
(voir par exemple [Gr]). Le de´rivateur associe´ a` une cate´gorie de mode`les M sera note´ D(M).
Pour une sous-cate´gorie pleine M0 d’une cate´gorie de mode`les M , stable par e´quivalences, nous
noterons D(M0) le sous-de´rivateur plein de D(M) forme´ des objets de M0. Toute adjonction de
Quillen
g : M −→ N M ←− N : f
induit une adjonction dans la 2-cate´gorie des de´rivateurs
Lg : D(M) −→ D(N) D(M)←− D(N) : Rf.
L’expression diagramme 2-commutatif de de´rivateurs fera re´fe´rence a` la donne´ d’un diagramme
de 1-morphismes munis de toutes les 2-isomorphismes de cohe´rences ne´cessaires. Ainsi, un carre´
2-commutatif est la donne´e non pas de quatre 1-morphismes, mais bien de quatre 1-morphismes
et un 2-isomorphisme entre les deux compositions possibles.
Finalement, nous utiliserons aussi la notion de S-cate´gorie pour laquelle nous renvoyons a`
[Be] (et a` [To-Ve4, §1] pour des proprie´te´s plus avance´es).
1 Les ǫ-dg-alge`bres
On conside`re la k-dg-alge`bre k[ǫ], librement engendre´e par un e´le´ment ǫ en degre´ −1 et avec la
relation ǫ2 = 0. La k-alge`bre sous-jacente est k[X]/X2, avec deg(X) = −1, et est munie de la
diffe´rentielle nulle.
De´finition 1.1 La cate´gorie des ǫ-dg-modules est la cate´gorie k[ǫ] − dg − mod, des k[ǫ]-dg-
modules a` gauche. Elle sera note´e ǫ− dg −mod.
On remarque que ǫ−dg−mod n’est autre que la cate´gorie des complexes mixtes ne´gativement
gradue´s (au sens de [Lo] par exemple).
On munit ǫ − dg − mod de sa structure de mode`les usuelle ou` les e´quivalences sont les
quasi-isomorphismes de complexes sous-jacents, et les fibrations sont les morphismes surjectifs
en degre´s strictement ne´gatifs. La cate´gorie ǫ− dg −mod est munie d’une structure mono¨ıdale
syme´trique induite par le produit tensoriel de complexes de k-modules. Plus pre´cise´ment, pour
M et N deux ǫ-dg-modules on de´finit une structure de ǫ-dg-module sur le complexe M ⊗kN de
la fac¸on suivante. Le complexe M ⊗k N est naturellement muni d’une structure de k[ǫ]⊗k k[ǫ]-
dg-module a` gauche. On conside`re alors le morphisme de k-dg-alge`bres
k[ǫ] −→ k[ǫ]⊗k k[ǫ]
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qui envoie ǫ sur ǫ⊗ 1+1⊗ ǫ. A travers ce morphismeM ⊗kN est muni d’une structure de ǫ-dg-
module. On ve´rifie alors que les contraintes d’associativite´, de syme´trie et d’unite´ du produit
tensoriel de complexes induisent des contraintes d’associativite´, de syme´trie et d’unite´ pour la
structure mono¨ıdale ainsi construite sur ǫ−dg−mod. La cate´gorie ǫ−dg−mod est ainsi munie
d’une structure mono¨ıdale syme´trique que nous noterons simplement ⊗.
De´finition 1.2 La cate´gorie des ǫ-dg-alge`bres commutatives est la cate´gorie des mono¨ıdes as-
sociatifs, commutatifs et unitaires dans la cate´gorie monod¨ıdale (ǫ − dg − mod,⊗). Elle sera
note´e ǫ− cdga.
En d’autres termes, un objet de ǫ−cdga consiste en une k-dg-alge`bre commutative A, munie
d’un morphisme de complexes de k-modules ǫ : A −→ A[1], tel que pour tout a, b, e´le´ments de
A, de degre´s respectifs n et m, on ait
ǫ(ab) = ǫ(a)b+ (−1)naǫ(b).
Nous allons maintenant munir ǫ− cdga d’une structure de cate´gorie de mode`les. Pour cela,
nous conside´rons le foncteur d’oubli
ǫ− cdga −→ C(k),
et nous de´finissons les e´quivalences (resp. les fibrations) dans ǫ − cdga comme les morphismes
induisant des e´quivalences (resp. des fibrations) dans C(k). Ainsi, une e´quivalence dans ǫ−cdga
est un morphisme induisant un quasi-isomorphisme sur le complexes sous-jacent. De meˆme, une
fibration dans ǫ− cdga est un morphisme qui est surjectif en tout degre´ strictement ne´gatif.
Ce foncteur d’oubli posse`de un adjoint a` gauche. En effet, il est facile de voir que le foncteur
d’oubli commute a` tout type de limites ainsi qu’aux colimites filtrantes. Comme les cate´gories
ǫ − cdga et cdga sont des cate´gories localement pre´sentables, l’existence d’un adjoint a` gauche
est assure´e par le the´ore`me d’existence de Freyd. Nous noterons
ǫ : cdga −→ ǫ− cdga
l’adjoint a` gauche du foncteur d’oubli, dont nous allons maintenant donner une construction plus
explicite. Soit A ∈ cdga, et notons Ω1A le A-dg-module corepre´sentant le foncteur des de´rivations
(au sens dg). Ce A-dg-module est librement engendre´ sur A par des symboˆles ∂(a), avec a ∈ A,
deg(∂(a)) = deg(a), et avec les relations
∂(ab) = (−1)deg(a).deg(b)b∂(a) + (−1)deg(a)a∂(b).
On note DR(A) la A-dg-alge`bre commutative libre sur Ω1A[1]
DR(A) := ⊕n(Ω
1
A[1])
⊗A n/Σn.
On munit enfin cette cdga d’une ǫ-structure en de´cre´tant que
ǫ : A ⊂ DR(A) −→ Ω1A ⊂ DR(A)[−1]
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est la de´rivation universelle a 7→ ∂(a), et en prolongeant par multiplicativite´. La k-dg-alge`bre
commutative, munie de ǫ, est un objet de ǫ − cdga note´ ǫ(A). De plus, la cdga sous-jacente a`
ǫ(A) est DR(A), et le morphisme naturel A −→ DR(A) induit une bijection
Homǫ−cdga(DR(A), B) −→ Homcdga(DR(A), B) −→ Homcdga(A,B).
Ainsi, A 7→ ǫ(A) est un adjoint a` gauche du foncteur d’oubli.
Proposition 1.3 Les notions ci-dessus de fibrations et d’e´quivalences munissent ǫ−cdga d’une
structure de cate´gorie de mode`les. De plus, le foncteur d’oubli ǫ− cdga −→ cdga est de Quillen
a` droite.
Preuve: Il s’agit de relever la structure de mode`les sur cdga le long du foncteur d’oubli
ǫ− cdga −→ cdga.
Notons I0 et J0 des ensembles ge´ne´rateurs de cofibrations et cofibrations triviales dans cdga.
On de´finit I := ǫ(I0), l’image de I0 par le foncteur ǫ. De meˆme, on pose J := ǫ(J0). On
applique alors le the´ore`me 2.1.19 de [Ho]. Comme le foncteur d’oubli ǫ− cdga −→ cdga refle`te
les limites, les colimites, les fibrations et les e´quivalences, on voit que pour ve´rifier les conditions
de ce the´ore`me il suffit de montrer que J ⊂ W . D’apre`s la construction explicite du foncteur ǫ
que nous avons donne´ pre´ce´demment on voit qu’il suffit de montrer que A 7→ Ω1A (en tant que
foncteur cdga −→ C(k)) transforme cofibrations triviales en quasi-isomorphismes. Pour cela il
suffit de montrer que pour A −→ B une cofibration triviale de cdga, le morphisme induit
Ω1A ⊗A B −→ Ω
1
B
est une cofibration triviale deB-dg-modules. Pour cela, donnons nous un diagramme commutatif
de B-dg-modules
Ω1A ⊗A B
//

M

Ω1B
// N,
avec M −→ N une fibration. Par proprie´te´ universelle des dg-modules Ω1, on voit que ce
diagramme correspond a` un diagramme commutatif dans cdga/B
A //

B ⊕M

B // B ⊕N,
ou` B ⊕ E est l’extension de carre´ nulle triviale de B par le dg-module E. Comme A −→ B est
une cofibration triviale et que B ⊕M −→ B ⊕ N est une fibration, il existe B −→ B ⊕M un
rele`vement dans cdga/B. Par adjonction on voit que cela implique l’existence d’un rele`vement
Ω1B −→ M de B-dg-modules. Ceci montre donc que Ω
1
A ⊗A B −→ Ω
1
B rele`ve les fibrations et
donc est une cofibration triviale. En particulier, le morphisme Ω1A −→ Ω
1
B est une e´quivalence,
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ce qu’il nous fallait montrer. ✷
Le foncteur ǫ, retreint a` la sous-cate´gorie de cdga forme´e des k-alge`bres non-dg, posse`de
l’interpre´tation plaisante suivante. Soit A une k-alge`bre commutative et
DR(A) = SymA(Ω
1
A[1]) ≃ ⊕nΩ
n
A[n]
sa dg-alge`bre de de Rham. La diffe´rentielle de de Rham munitDR(A) d’une structure de ǫ−cdga
qui n’est autre que ǫ(A). En d’autres termes, DR(A) muni de sa diffe´rentielle de de Rham est
la ǫ-dg-alge`bre commutative libre engendre´e par A. De plus, si A est cofibrante en tant qu’objet
de cdga (e.g. A est une k-alge`bre de polynoˆmes) alors ǫ(A) est cofibrante dans ǫ− cdga.
Proposition 1.4 Notons
Lǫ : Ho(cdga) −→ Ho(ǫ− cdga)
le foncteur de´rive´ a` gauche de ǫ. Si A est une k-alge`bre commutative lisse alors le morphisme
naturel
Lǫ(A) −→ ǫ(A)
est un isomorphisme dans Ho(ǫ− cdga).
Preuve: Soit QA −→ A un mode`le cofibrant pour A dans cdga. Le morphisme en question
est repre´sente´ par
SymQA(Ω
1
QA[1]) −→ SymA(Ω
1
A[1]).
Ainsi, ce morphisme est un quasi-isomorphisme si et seulement si le morphisme induit
Ω1QA −→ Ω
1
A
est un quasi-isomorphisme de complexes. Or, Ω1QA est un mode`le pour le complexe cotangent
LA de A, comme cela se voit en utilisant l’e´quivalence de Quillen entre cdga et k-alge`bres
simpliciales commutatives, ainsi que la caracte´risation du complexe cotangent en termes de
de´rivations (voir par exemple [To-Ve2]). Le morphisme ci-dessus est alors isomorphe, dans
Ho(C(k)), au morphisme naturel
LA −→ Ω
1
A.
Or, comme A est lisse ce morphisme est bien un quasi-isomorphisme. ✷
2 Alge`bres simpliciales S1-e´quivariantes et ǫ-dg-alge`bres
Notons sk − CAlg la cate´gorie des k-alge`bres commutatives simpliciales, et conside´rons S1 −
sk − CAlg la cate´gorie des objets de sk − CAlg avec une action du groupe simplicial S1. La
cate´gorie sk − CAlg est munie d’une structure de mode`les pour la quelle les fibrations et les
e´quivalences sont de´finies sur les ensembles simpliciaux sous-jacents. Comme sk−CAlg est une
cate´gorie de mode`les simpliciale et engendre´e par cofibration la cate´gorie S1 − sk − CAlg est
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elle-meˆme munie d’une structure projective ou` les fibrations et e´quivalences sont de´finis dans
sk − CAlg.
Dans cette section nous allons construire une e´quivalence de de´rivateurs
φ : D(S1 − sk −CAlg) −→ D(ǫ− dg − alg)
ainsi qu’un 2-isomorphisme h faisant commuter le diagramme suivant (en tant que diagramme
dans la 2-cate´gorie des de´rivateurs)
D(S1 − sk − CAlg)

φ // D(ǫ− dg −mod)

D(sk − CAlg)
N
// D(cdga).
Dans ce diagramme les morphismes verticaux sont induits par les foncteurs d’oubli
S1 − sk − CAlg −→ sk − CAlg ǫ− cdga −→ cdga,
et le foncteur N est le foncteur de normalisation, adjoint a` droite d’une e´quivalence de Quillen
(voir [Sc-Sh])
N : sk −CAlg −→ cdga.
Premie`re e´tape: On conside`re le groupe simplicial BS1 comme une S-cate´gorie avec une
unique objet ∗, dont le mono¨ıde des endomorphismes est S1. On choisit alors une cate´gorie C,
et un diagramme de S-cate´gories
C
i // T BS1,
joo
tel que, d’une part j soit une e´quivalence de S-cate´gories, et i fasse de T une localisation de C le
long de tous ses morphismes (au sens par exemple de [To-Ve4, §1.2]). On pourra, par exemple,
prendre pour C la cate´gorie cyclique Λ. On sait alors qu’il existe une chaine d’adjonctions de
Quillen
sk − CAlgC ←→ sk − CAlgT ←→ sk − CAlgBS
1
= S1 − sk − CAlg.
Ces adjunctions induisent des e´quivalences de de´rivateurs (voir par exemple [To-Ve1, §2.3.2] ou
encore [To-Ve4, §1.2])
D(S1 − sk −CAlg)
j∗ // D(sk − CAlgT ) Dloc(sk − CAlg
C),
i∗oo
ou` Dloc(sk − CAlg
C) de´signe le sous-de´rivateur plein de D(sk − CAlgC) forme´ des diagrammes
C −→ sk − CAlg qui envoie tous les morphismes de C sur des e´quivalences. Fixons-nous un
objet x ∈ C, alors le foncteurs ci-dessus commutent clairement a` l’e´valuation en x et au point
de base de BS1, et on dispose ainsi de deux carre´s 2-commutatifs
D(S1 − sk − CAlg)
))SSS
SS
SS
SS
SS
SS
SS
j∗ // D(sk − CAlgT )
evi(x)

Dloc(sk − CAlg
C)
i∗oo
evxuukkkk
kk
kk
kk
kk
kk
D(SEns),
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ou` les morphismes horizontaux sont des e´quivalences, et le morphisme vertical de gauche est le
foncteur d’oubli. On construit ainsi un diagramme 2-commutatif de de´rivateurs
D(S1 − sk − CAlg)
φ1 //
((RR
RR
RR
RR
RR
RR
R
Dloc(sk − CAlg
C)
evxvvmmm
mm
mm
mm
mm
mm
D(SEns).
Comme BS1 est simplement connexe, il n’est pas difficile de ve´rifier que ce diagramme ne de´pend
pas, a` e´quivalence pre`s, du choix du point x ∈ C.
Seconde e´tape: Conside´rons le foncteur de normalisation
N : sk − CAlg −→ cdga
que l’on sait eˆtre l’adjoint a` droite d’une e´quivalence de Quillen (voir [Sc-Sh]). Il induit donc un
nouvel adjoint a` droite d’une e´quivalence Quillen
N : sk −CAlgC −→ cdgaC ,
qui induit, a` sont tour, une e´quivalence de de´rivateurs
Dloc(sk − CAlg
C) −→ Dloc(cdga
C).
Cette e´quivalence vient avec un 2-isomorphisme naturel faisant commutater le diagramme suiv-
ant
Dloc(sk − CAlg
C)
φ2 //
evx ((QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
Dloc(cdga
C)
evxxxppp
pp
pp
pp
pp
D(cdga).
Troisie`me e´tape: Dans cette e´tape, et la suite, nous aurons besoin de travailler momen-
tane´ment avec des complexes non borne´s. Lorsque cela sera le cas nous l’indiquerons par un
indice (−)∞. Ainsi, C(k)∞, cdga∞ . . . de´signera la cate´gorie des complexes non borne´s, des
k-dg-ale`bres commutatives non borne´es . . . .
L’inclusion des complexes en degre´s ne´gatifs dans les complexes non borne´s induit un mor-
phisme de de´rivateurs
Dloc(cdga
C) −→ Dloc(cdga
C
∞).
Ce morphisme est pleinement fide`le et identifie le membre de gauche au sous-de´rivateur des
objets cohomologiquement concentre´s en degre´s ne´gatifs.
On conside`re le functor des sections globales
Γ : cdgaC∞ −→ cdga∞.
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Ce foncteur est de Quillen a` droite lorsque l’on munit cdgaC∞ de sa structure injective, pour
laquelle les cofibrations et les e´quivalences sont de´finies termes a` termes. Pour tout A ∈ cdgaC∞,
le morphisme unite´ k −→ A, ou` k est le diagramme constant, induit un morphisme dans cdga
Γ(k) −→ Γ(A).
Ainsi, si R de´signe un foncteur de remplacement fibrant dans cdgaC∞, on dispose d’un morphisme
Γ(R(k)) −→ Γ(R(A)).
Nous noterons B := Γ(R(k)) ∈ cgda. La construction A 7→ Γ(R(A)) de´finit ainsi un morphisme
de de´rivateurs
Dloc(cdga
C
∞) −→ D(B − cdga),
ou` B − cdga de´signe la cate´gorie comma B/cdga.
Rappelons que, lors de la seconde e´tape, nous nous sommes fixe´s un diagramme de S-
cate´gories
C
i // T BS1.
joo
Ce diagramme induit des isomorphismes de k-alge`bres gradue´es commutatives de cohomologie
H∗(B) = H∗(RΓ(k)) ≃ H∗(C, k) ≃ H∗(BS1, k) ≃ k[u],
ou` deg(u) et correspond au ge´ne´rateur de H2(K(Z, 2), k) donne´ par l’inclusion standard Z ⊂
k. Le choix d’un 2-cocycle u′ ∈ Z2(B) qui est un repre´sentant de u de´termine un quasi-
isomorphisme de cdga k[u] −→ B. Ce quasi-isomorphisme, conside´re´ a` homotopie pre`s, ne
de´pend pas du choix de u′. Il induit ainsi une e´quivalence de Quillen
B − cdga∞ −→ k[u]− cdga∞
dont le morphisme correspond de de´rivateurs
D(B − cdga∞) −→ D(k[u]− cdga∞)
est une e´quivalence, de´termine´e a` 2-isomorphisme unique pre`s.
Nous avons ainsi construit un morphisme de de´rivateurs
φ3 : Dloc(cdga
C) →֒ D(cdgaC∞) −→ D(B − cdga∞) −→ D(k[u]− cdga∞).
Ce morphisme entre dans un diagramme
Dloc(cdga
C)
φ3 //
q

D(k[u]− cdga∞)
p

D(cdga)
i
// D(cdga∞),
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qui n’est pas 2-commutatif et demande quelques explications supple´mentaires. Le morphisme
q est induit par le foncteur d’oubli, et i par l’inclusion naturelle. Cependant, p n’est pas le
foncteur d’oubli. Il est induit par le foncteur de Quillen a` gauche
k[u]− cdga∞ −→ cdga∞
qui envoie A′ sur k⊗k[u]A
′. Par adjonction, il n’est pas difficile de voir qu’il existe un 2-morphisme
u : p ◦ φ3 ⇒ i ◦ q,
qui n’est pas un 2-isomorphisme en ge´ne´ral. Il le deviendra lorsque les foncteurs seront restreint
a` certains sous-de´rivateurs d’objets borne´s, comme nous allons maintenant le voir.
Nous noterons D+loc(cdga
C) (resp. D+(k[u] − cdga∞)) le sous-de´rivateur forme´e des objets
dont les complexes sous-jacents sont cohomologiquement borne´s a` gauche (i.e. H i s’annule pour
tout i suffisament petit). Nous remarquerons ici que la restriction de φ3
φ+3 : D
+
loc(cdga
C) −→ D+(k[u] − cdga∞)
est pleinement fide`le. De plus, la restriction du 2-morphisme u ci-dessus induit un 2-isomorphisme
u+ : p ◦ φ+3 ⇒ i ◦ q.
Pour voir cela, il nous faut revenir a` l’adjonction de Quillen
cdga∞ ←→ cdga
C
∞.
Notons A := R(k) un mode`le fibrant de k dans cdgaC∞, et B = Γ(A). On conside`re l’adjonction
induite
f : B − cdga∞ ←→ A/cdga
C
∞ : Γ.
Le foncteur f envoie un objet B′ ∈ B − cdga∞ sur A ⊗B B
′, ou` A est conside´re´e comme une
B-dg-alge`bre commutative a` travers le morphisme B −→ A, adjoint de l’identite´ B = Γ(A)
(nous identifions ici les objets de B − cdga∞ avec leur diagrammes constants correspondants).
Il nous faut montrer que pour tout objet A′ ∈ A/cdgaC∞, cohomologiquement borne´ a` gauche, le
morphisme d’adjonction
A⊗LB RΓ(A
′) −→ A′
est un isomorphisme dans Ho(cdgaC∞). Pour cela on peut oublier la structure d’alge`bres et
conside´re´ que A′ est un A-dg-module. Dans ce cas, un argument de type de´composition de
Postnikov sur A′ rame`ne le proble`me au cas ou` A′ est un diagramme constant associe´ a` un
k-modules M . On a alors
H∗(RΓ(M)) ≃ H∗(C,M) ≃ H∗(K(Z, 2),M) ≃ k[u]⊗k M.
On a donc
A⊗LB RΓ(M) ≃ A⊗
L
k[u] k[u]⊗k M ≃M.
En revenant aux de´finitions de nos foncteurs, ceci montre aussi que u+ est un 2-isomorphisme
(nous laissons la ve´rification au lecteur). On peut de plus caracte´riser l’image de φ+3 . En ef-
fet, l’objet k[u] engendre une t-structure sur le de´rivateur D(k[u] − dg −mod∞), dont la partie
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ne´gative est engendre´e par k[u] par colimites homotopiques. L’image essentielle de φ+3 consiste
alors en tous les objets de D(k[u] − cdga∞) dont l’objet sous-jacent dans D(k[u]− dg −mod∞)
est d’amplitude [n, 0] pour un certain entier n.
Quatrie`me e´tape: De manie`re analogue a` l’e´tape pre´ce´dente, nous construisons un dia-
gramme, qui n’est pas 2-commutatif, de de´rivateurs
D(ǫ− cdga)
φ4 //
r

D(k[u]− cdga∞)
p

D(cdga)
i
// D(cdga∞),
tel que la restriction de φ4 a` D
+ǫ − cdga), le sous-de´rivateurs des objets cohomologiquement
borne´s, soit pleinement fide`le. Nous construisons aussi un 2-morphisme v : p ◦ φ4 ⇒ i ◦ r qui
induira un 2-isomorphisme par restriction
v+ : p ◦ φ+4 ⇒ i ◦ r.
La construction de φ4 et de v est tout a` fait analogue a` celle de φ3 et de u, nous nous contenterons
donc de l’esquisser. Nous conside´rerons ǫ−dg−mod, muni de sa structure injective, pour laquelle
les cofibrations et les e´quivalences sont de´finies dans C(k). Cette structure de mode`les reste une
structure de mode`les mono¨ıdales au sens de [Ho], et elle induit une structure injective sur ǫ−cdga,
pour laquelle les cofibrations et les e´quivalences sont de´finies dans cdga. On conside`re alors le
foncteur
Γǫ : ǫ− cdga −→ cdga∞,
qui envoie A ∈ ǫ− cdga sur Homǫ−dg−mod∞(k,A), ou` Homǫ−dg−mod∞ de´signe le complexe, non
borne´, des morphismes de ǫ-dg-modules. Le foncteur Γǫ est de Quillen a` droite, et la construction
A 7→ Γǫ(R(A)), ou` R est un remplacement fibrant dans ǫ − cdga, fournit un morphisme de
de´rivateurs
D(ǫ− cdga) −→ D(B′ − cdga∞),
avec B′ := Γǫ(R(k)). Or, H
∗(B′) ≃ Ext∗k[ǫ](k, k) ≃ k[u]. Ainsi, il existe un quasi-isomorphisme
de dg-alge`res commutatives k[u] −→ B′, bien de´termine´ a` homotopie pre`s. Ce quasi-isomorphisme
fournit une e´quivalence de de´rivateurs D(B′− cdga∞) −→ D(k[u]− cdga∞). Le morphisme phi4
est par de´finition l’e´quivalence compose´e
D(ǫ− cdga) // D(B′ − cdga∞)
∼ // D(k[u]− cdga∞).
Nous laissons le soins au lecteur de ve´rifier que φ+4 est bien pleinement fide`le, et que son image
essentielle co¨ıncide avec celle de φ+3 (les arguments sont les meˆmes que pour φ3).
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Cinquie`me et dernie`re e´tape: D’apre`s les deux dernie`res e´tapes nous avons construit un
diagramme 2-commutatif de de´rivateurs
D
+
loc(cdga
C)
φ+3 //

D(k[u]− cdga∞)

D
+(ǫ− cdga)
φ+4oo

D
+(cdga) // D(cdga∞) D+(cdga).oo
Les morphismes φ+3 et φ
+
4 e´tant pleinement fide`les avec la meˆme image essentielle on trouve un
nouveau diagramme 2-commutatif
D
+
loc(cdga
C)
φ+34 //

D+(ǫ− cdga)

D
+(cdga)
id
// D+(cdga).
Il n’est pas difficile de remarquer que ce diagramme se comple`te, de manie`re unique (a` isomor-
phisme unique pre`s), en un diagramme 2-commutatif
Dloc(cdga
C)
φ34 // D(ǫ− cdga)
D
+
loc(cdga
C)
OO
φ+34 //

D
+(ǫ− cdga)

OO
D
+(cdga)
id
// D+(cdga),
avec φ34 une e´quivalence de de´rivateurs. En effet, il suffit pour cela de remarquer que dans
Dloc(cdga
C) et D(ǫ−cdga), tout objet est limite de sa tour de Postnikov. Ainsi, φ34 est de´fini est
prenant l’image par φ+34 des tours de Postnikov de Dloc(cdga
C), puis en en prenant leurs limites
dans le de´rivateur D(ǫ−cdga). Nous laissons les de´tails au lecteur de cette construction formelle.
La conclusion de ces cinq e´tapes et la construction d’un diagramme 2-commutatif de de´rivateurs
D(S1 − sk − CAlg)
φ //

D(ǫ− cdga)

D(sk − CAlg)
N
// D(cdga),
ou` φ := φ34 ◦ φ2 ◦ φ1, le morphisme N est induit par le foncteur de normalisation, et les
morphismes verticaux sont les oublis.
14
3 Le the´ore`me de comparaison et quelques applications
Nous sommes maintenant en mesure de d’e´noncer et de de´montrer notre re´sultat principal.
The´ore`me 3.1 1. Les deux morphismes de de´rivateurs
D(sk − CAlg) −→ D(ǫ− cdga),
qui envoient respectivement A sur φ(S1 ⊗Lk A) et sur Lǫ(N(A)), sont naturellement iso-
morphes.
2. Soit D(k − CAlgsm) le sous-de´rivateur plein de D(sk − CAlg) forme´ des k-alge`bres com-
mutatives lisses et sur k. Alors les deux morphismes de de´rivateurs
D
sm(k − CAlg) −→ D(ǫ− cdga),
qui envoient respectivement A sur φ(S1⊗kA) et sur ǫ(A), sont naturellement isomorphes.
Preuve: Tout d’abord, (2) de´coule de (1) et du fait que pourA lisse sur k les deux morphismes
Lǫ(A) −→ ǫ(A) S1 ⊗Lk A −→ S
1 ⊗k A
sont des e´quivalences (a` cause de la proposition 1.4, et parceque A est plate sur k). Pour (1),
on revient au diagramme 2-commutatif
D(S1 − sk − CAlg)
φ //

D(ǫ− cdga)

D(sk − CAlg)
N
// D(cdga),
et on remarque que les adjoints a` gauche des oublis sont respectivement induits par les foncteurs
de Quillen a` gauche
ǫ : cdga −→ ǫ− cdga S1 ⊗k − : sk − CAlg −→ S
1 − sk −CAlg.
Comme les morphismes φ et N sont des e´quivalences le diagramme induit
D(S1 − sk − CAlg)
φ // D(ǫ− cdga)
D(sk − CAlg)
S1⊗L−
OO
N
// D(cdga),
Lǫ
OO
est naturellement 2-commutatif. ✷
Pour le corollaire suivant, rappelons que pour X un k-sche´ma se´pare´ (a` diagonale affine
suffirait), on dispose de son sche´ma de´rive´ LX := RMap(S1,X) (voir [To-Ve4, To-Ve3] ainsi
que [To, 4.3.1]). Il vient avec une projection naturelle LX −→ X, qui fait de LX le spectre
relatif du faisceau de k-alge`bres simpliciales commutatives S1⊗LOX surX. Le groupe simplicial
S1 ope`re naturellement sur LX en agissant sur lui-meˆme par translations.
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Corollaire 3.2 Soit X un k-sche´ma de type fini et se´pare´ sur Spec k.
1. Il existe un isomorphisme dans la cate´gorie homotopique des faisceaux de ǫ− cdga sur X
φ(S1 ⊗L OX) ≃ Lǫ(OX).
2. Il existe un isomorphisme dans la cate´gorie homotopique des faisceaux de OX − cdga sur
X
OX ⊗
L
OX⊗
L
k
OX
OX ≃ SymOX (LX/k[1]),
ou` LX/k est le complexe cotangent de X relativement a` k au sens de [Il].
3. Si X est lisse sur k, alors il existe isomorphisme dans la cate´gorie homotopique des fais-
ceaux de OX − cdga sur X
OX ⊗
L
OX⊗
L
k
OX
OX ≃ SymOX (Ω
1
X/k[1]).
4. Si X est lisse sur k, alors il existe un isomorphisme naturel de k-alge`bres commutatives
π0(O(LX)
hS1) := π0(RΓ(X,S
1 ⊗OX)
hS1) ≃ HevDR(X/k),
ou` (−)hS
1
de´signe le foncteur des points fixes homotopiques, et HevDR(X/k) est la coho-
mologie de de Rham paire de X/k.
Preuve: Le point (1) est une conse´quence imme´diate du the´ore`me 3.1. Pour le point (2) il
suffit de remarquer qu’il existe une e´quivalence naturelle de faisceaux de k-alge`bres commutatives
simpliciales (ou` le produit tensoriel de´rive´ est calcule´ dans la sk −CAlg)
S1 ⊗L OX ≃ OX ⊗
L
OX⊗
L
k
OX
OX ,
qui par normalisation donne une e´quivalence de faisceaux de cdga (ou` le produit tensoriel de´rive´
est maintenant calcule´ dans cdga)
N(S1 ⊗L OX)) ≃ OX ⊗
L
OX⊗
L
k
OX
OX .
D’autre part la cdga sous-jacente a` Lǫ(OX) est naturellement e´quivalente a` SymOX (LX/k[1])
comme nous l’avons de´ja` fait remarque´ au §1. Le point (3) se de´duit formellement de (2) et du
fait que lorsque X est lisse LX/k ≃ Ω
1
X/k.
Pour le dernier point, notons O(LX) := RΓ(X,S1 ⊗OX), ou` Γ est le foncteur de Quillen a`
droite des sections globales, de la cate´gorie des faisceaux de sur X a` valeurs dans S1−sk−CAlg
vers la cate´gorie S1−sk−CAlg. Pour B une ǫ−cdga il existe un isomorphisme naturel d’alge`bres
HomHo(ǫ−dg−mod)(k,B) ≃ H
0(Tot(BB−)),
ou` Tot(BB−) est le complexe total ne´gatif associe´ au complexe mixte B (voir [Lo, 5.1.7], ici
notre ǫ joue le roˆle de l’ope´rateur B, la diffe´rentielle du complexe sous-jacent a` B est b). En
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particulier, on a un isomorphisme naturel entre HomHo(ǫ−dg−mod)(k,B) et la cohomologie du
complexe de longuer 2
⊕n≥0B−2n−1
d // ⊕n≥0B−2n
d // ⊕n≥0B−2n+1,
ou` d est la diffe´rentielle somme de ǫ et de la diffe´rentielle du complexe sous-jacent a` B. Ceci,
applique´ a` φ(O(LX)) donne
π0(O(LX)
hS1) ≃ HomHo(S1−sk−CAlg)(k,O(LX)) ≃ HomHo(ǫ−cdga)(k, φ(O(LX))) ≃ H
0(TotBφ(O(LX))−).
Par (1) et (3) on a
φ(O(LX)) ≃ RΓ(X, ǫ(X))) ≃ ⊕nRΓ(X,Ω
n
X [−n]),
et ou` l’action de ǫ est induite par la diffe´rentielle de de Rham sur le membre de droite. Ainsi,
on a donc clairement
H0(TotBφ(O(LX))−) ≃ ⊕n pairH
n
DR(X) = H
ev
DR(X).
✷
Il est aussi possible de ge´ne´raliser le point (4) du corollaire pre´ce´dent au cas non-affine de
la fac¸on suivante. La cdga RΓ(X,S1 ⊗ OX)
hS1 est naturellement munie d’une structure de
k[u]− cdga, et l’on peut donc inverser u. Il existe alors des isomorphismes
π∗(RΓ(X,S
1 ⊗OX)
hS1)[u−1] ≃ H∗per(X/k),
ou` H iper(X/k) = H
ev
DR(X/K) si i est pair et H
i
per(X/k) = H
odd
DR(X/K) si i est impair. Nous ne
donnerons pas les de´tails ici.
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